








 周期構造不連続面を有する 3 次元ユニットセルを 
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[0 / 90]と直交方向に配したクロスプライ積層板，[ ] のように任意の角度で積層した































































Fig. 1.2 Deformation at free edge of cross-ply CFRP laminate 

















































































































































































を考え，直交座標系 iy （ 1, 2, 3i  ）を定める．このようなモデルに対し，解析領域と
して微視的周期構造の最小構成単位であるユニットセルを図中のY のように定義す
る．Y における微視的変位速度 ( , )iu ty は，巨視的変位速度 ( )ij jF t y と擾乱変位速度





i ij j iu F y u   (2.1) 
ここで， ( )は時間 tに関する微分を， ijF は巨視的一様変形の勾配をそれぞれ表す．
# ( , )iu ty はユニットセルYを単位として周期的に分布しており，これはY -周期性と呼
ばれる．同様に微視的ひずみ速度 ( , )ij t y についても， 
 
#
ij ij ijE    (2.2) 
と表される．ここで， ( )ijE t ，





ij ij jiE F F   (2.3) 
  # # #, ,
1
2
ij i j j iu u    (2.4) 
ここで， ,( ) iは iy に関する微分を表す． 
次に，各構成相は弾-粘塑性材料であるとし，構成式が次式で表現されるとする． 
 ( )ij ijkl kl klc     (2.5) 
ここで， ( , )ij t y は微視的応力速度を表す．また， ijklc および kl は各構成相の弾性剛
性テンソルおよび粘塑性関数を示し，以下の関係を満たす． 
 ijkl jikl ijlk klijc c c c    (2.6) 












 kl lk   (2.7) 
つづいて，Yに関する微視的応力の釣合式は， 
 
, 0ij j   (2.8) 
と表される．式(2.8)は，部分積分および発散定理を用いることで，次の弱形式に変換
される． 




    v v  (2.9) 
ここで， ( , )i tyv は
# ( , )iu ty の任意の変分である．また， はYの境界を表し， jn は の
外向き単位法線である．式(2.9)の第 2 項（境界積分項）に着目すると，




 , 0ij i j
Y





, , , ,ijpq p q i j kl ijkl i j ijkl kl i j
Y Y Y




i i kl iu E    (2.12) 
ここで， ( )kli y および ( , )i t y は特性関数と呼ばれるY -周期関数で，次の境界値問題
を解くことで得られる． 
 , , ,
kl
ijpq p q i j ijkl i j
Y Y
c dY c dY   v v  (2.13) 
 , , ,ijpq p q i j ijkl kl i j
Y Y
c dY c dY  v v  (2.14) 




i i   (2.15) 
式(2.2)および式(2.12)を式(2.5)に代入することで，微視的応力の発展式が次のように
得られる． 
 ij ijkl kl ija E r    (2.16) 
ここで， ( )ijkla y ， ( , )ijr ty はそれぞれ 
  ,klijkl ijpq pk ql p qa c      (2.17) 










   (2.19) 
とし，式(2.16)に適用することで，巨視的構成式が次のように得られる． 
 
ij ijkl kl ija E r    (2.20) 
ここで，
ijkla ， ijr はそれぞれ均質化された巨視的弾性剛性テンソルおよび応力緩和
関数を表す．また， ( )ij t は巨視的応力速度を表し，次式のように定義される． 
 





速度 ( )ijE t は 
 












 kl klK F  ( 11, 22, ..., 31kl  ) (2.23) 
 K G  (2.24) 














dY G B Cβ  (2.27) 
である．ここで，Bはひずみ-変位マトリックス，Cは ijklc より構成されるマトリック




巨視的応力 ij および巨視的ひずみ ijE のいずれか，あるいは両者の組合せに関する
時間履歴が与えられており，時刻 tの微視的応力分布 ( , )ij t y が既知の場合， tから
t t への増分解析は以下の手順で行われる． 
(1) 境界値問題(2.13)，(2.14)をY -周期境界条件のもとで解き，特性関数 kli ， i を
 求める． 
(2) 式(2.17)と式(2.18)よりそれぞれ ijkla ， ijr を計算する．また，式(2.19)に基づきこ
 れらの体積平均を計算し，均質化された弾性剛性テンソルおよび応力緩和関数
 
ijkla ， ijr を求める． 
(3) 式(2.20)より巨視的応力速度 ij あるいは巨視的ひずみ速度 ijE を，式(2.16)より微
 視的応力速度 ij をそれぞれ計算する． 
(4) 時刻 tから t t に関する増分を ij ij t   ， ij ijE E t  ， ij ij t   のように
16 
 
 計算し， tにおけるそれぞれの値に加えることで， t t の値を算出する．
 その後，次の時間ステップへと移る． 
なお， kl
i ， ijkla および ijkla は tに依存しない値であるから，一度計算された値を各時














    v v  (2.28) 
ここで，Yにおける微視的応力速度 ij および擾乱変位速度の任意変分 iv は，図 2.2に
示すように点対称境界面の中央点C，Cに関して点対称に分布する．このため，式
(2.28)の境界積分項に着目すると，点対称境界面では点C，Cに関して iv が反対向き
に分布し， ij および jn が等しいから，境界積分項は零となり， 



















 , 0ij i j
Y
dY  v  (2.29) 
が導かれる．式(2.29)を弱形式化し，式(2.2)および式(2.5)を代入すると，Yに関する境
界値問題 
 , , ,
kl
ijpq p q i j ijkl i j
Y Y
c dY c dY   v v  (2.30) 
 , , ,ijpq p q i j ijkl kl i j
Y Y








チャV（ 1, 2, ..., N  ）へと分割する．それぞれのVに関する微視的応力 ij の釣合
式は，弱形式により次のように表される． 
 




    v v  (2.32) 
ここで，  はVの境界である．式(2.32)の境界積分項は， 2y 軸および 3y 軸に直交す
る境界面ではY -周期性，すなわち向かい合う境界面で ij および iv が周期的に分布し，
Fig. 2.3 Unit cell Y  (semiunit cell Y ) divided into substructures V , and 









1V 2V V NV
...   ... ...   ...
 ( )Y Y






jn が反対向きであるため，互いに打ち消し合って零となる．一方， 1y 軸と直交する境

















, , , , ˆijpq p q i j kl ijkl i j ijkl kl i j ij j iV V V
c u dV E c dV c dV n d
   
        v v v v  (2.34) 
となる．これは，離散化すると次式で表される． 
 T T # T T T T T
ˆV V V
dV dV dV d
   
     
      B CB u E B C B Cβ σnv v v v  (2.35) 
ここで， v ，
#
u はそれぞれVに関する iv ，
#
iu の節点ベクトルである．式(2.35)が任意
の v に対して成立することから，次の関係式が導かれる． 
 T # T T
ˆV V V
dV dV dV d
   
 










































ˆ( ) ( ) #( ) ( ) ( ) ( )




     
     
    
    
          
          
          
K K u F G S
K K u F G 0
 (2.42) 
式(2.42)の第 2式より， #( )u は次式で表される． 
    
1
#( ) ( ) ( ) ( ) ( ) #( )kl
klE
     
     

  u K F G K u  (2.43) 
式(2.43)を式(2.42)の第 1 式へと代入し， #( )u を消去することで次式が得られる． 
 
ˆ( ) #( ) ( ) ( ) ( )kl
klE
    




( ) ( ) ( ) ( ) ( )    
    

 K K K K K  (2.45) 
  
1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )kl kl kl    
    

 F F K K F  (2.46) 
  
1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )    
    

 G G K K G  (2.47) 
である． 
式(2.44)を全てのVで連成すると，次式が得られる． 
 ( ) #( ) ( ) ( )kl
klE
    K u F G  (2.48) 
ここで， #( )u は全てのVの境界節点における
#
iu の節点ベクトル，
( )K は ( )K より構









ˆ( ) 0  S ）．ここで，
#u に
関する解は，式(2.12)より 
 # kl klE u χ   (2.49) 
であるから，式(2.49)の #( )u に関する解（ #( ) ( ) ( )kl klE




 ( ) ( ) ( )kl kl  K χ F  (2.50) 
 ( ) ( ) ( )  K G  (2.51) 
ここで， ( )kl χ ， ( ) はそれぞれ全てのVに関する
klχ ，の境界節点成分である．式
(2.50)および式(2.51)を解くことで ( )kl χ ， ( ) が求まり，これらを用いて式(2.43)に基
づき ( )kl χ ， ( ) が次式で計算される． 
    
1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )kl kl kl    
    

 χ K F K χ  (2.52) 
    
1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )    
    



















ロスプライ CFRP 積層板のみであった．近年の CFRP 積層板の使用例を踏まえると，
クロスプライ CFRP 積層板に限らず，様々な積層構成の CFRP 積層板を対象に，層間
挙動の非弾性特性を調査することは工学的に意義があると考えられる．そこで本章で
は，層間を有する 3 次元ユニットセルの形状を工夫するとともに，2 章で解説した時
間依存材料に関する均質化理論および数値解析手法を使用することで，種々の CFRP
積層板を対象に弾-粘塑性層間応力解析を実施する．なお，本章では解析対象として，
3 種類の CFRP 積層板（クロスプライ・アングルプライ・擬似等方 CFRP 積層板）を
取り上げる． 
 
３．１ クロスプライ CFRP積層板 
３．１．１ モデル化 
本節では，図 3.1 に示すような[0 / 90]クロスプライ CFRP 積層板を考える．このモ
デルは 1y 軸方向を積層方向とし，繊維軸方向は 2y 軸および 3y 軸方向に平行である．




て層間を有するユニットセルY を定義する．ここで，Y の内部構造に着目すると，点 1C
および 2C に関して点対称構造を有していることがわかる．このため，Y と同様に半ユ
ニットセルY も解析領域として定義することが可能である．そこで本節では，Y を解




解析に使用したサブストラクチャ Aおよび Bの有限要素モデルを図 3.3 に示す．各
モデルは 8節点アイソパラメトリック要素で有限要素分割しており，節点数，要素数
はそれぞれ 5005，4320 である．また，繊維体積率は断面観察の結果に基づき 56%と
定める．負荷条件は 2 3y y 面内における巨視的単軸引張ひずみ速度
5 110 sE
  とする．
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Fig. 3.3 Finite element models of substructures for cross-ply CFRP laminate; 
(a) A  and (b) B  ( 1, 2, ..., 8  ). 
(a) (b) 
Table 3.1 Material constants of carbon fibers and epoxy matrix. 
5 35 1
0.165
240 [GPa] 0.49    
   Carbon fiber 15.5 [GPa] 0.28    
24.7 [GPa]   
3.5 [GPa] 0.35    
   Epoxy 10 [ / ( )] [s ]   




























ここで， mE ， m および nはエポキシの材料定数， ( )
pg  は相当粘塑性ひずみ p に
依存する硬化関数，
0
p は参照ひずみ速度， ijs は偏差応力を表し，
1/2[(3 / 2) ]eq ij ijs s  で
ある． 









図 3.6は，解析により得られたクロスプライ CFRP 積層板の巨視的応力-ひずみ関係
である．この結果より，主軸方向引張である 0  の結果は線形性を示しているが，

















図 3.7は引張ひずみ 0.015E  の際の，0 / 90 -層間に発生する微視的層間合成せん
断応力 2 2 1/212 13( )  のベクトル分布図である．図中のベクトルの方向は，層間面内で
せん断応力が作用する方向を示している．また，図 3.7は 1A の変形図を用いて描いて
Fig. 3.6 Macroscopic stress-strain relationships of cross-ply CFRP laminate 
(
5 110 sE
  ). 
Fig. 3.5 Macroscopic stress-strain relationships of unidirectional CFRP 
at 3
33 10E









断応力が発生することがわかる．特に 45  の結果に注目すると，微視的層間せん
断応力の最大値は約 27MPaと，巨視的引張応力 45  の 25%に達しており，興味深い
結果であると言える．CFRP 積層板が非主軸方向負荷を受ける際には，積層板内部の
炭素繊維が負荷方向へと回転する繊維回転が生じるため， 45  では図 3.7(b)に示す
ような特徴的な応力分布が発生するものと考えられる． 






３．２  アングルプライ CFRP積層板 
３．２．１ モデル化 
本節では解析モデルとして，図 3.9 に示すような[ ] アングルプライ CFRP 積層板
を考える．積層方向は前節と同様に 1y 軸方向とし，各ラミナは 3y 軸方向より  の角
Fig. 3.7 Vector distributions of interlaminar resultant shear stress 2 2 1/212 13( )   
superposed on deformed shapes of 1A ; (a) 0    and (b) 45    
( 0.015E  , 
5 110 sE





















ミナは 1y 軸方向に 16本の繊維を含んでいるとする．このようなアングルプライ CFRP
積層板に対し，解析領域として層間を有するユニットセルを図 3.9 中のY のように定
義することが可能であるが，前節と同様に半ユニットセルY も，左右両側面の中央点
1C ， 2C に関する点対称性を考慮することで解析領域とすることができる．したがっ
て，解析領域をY と定め，図 3.10 に示すようにサブストラクチャ A および B
（ 1, 2, ..., 8  ）に分割し，解析を実施する． 
Fig. 3.8 Distributions of interlaminar out-of-plane normal stress 11  superposed 
on deformed shapes of 1A ; (a) 0    and (b) 45    ( 0.015E  ,
5 110 sE
























(16 fibers) (16 fibers) 
 -lamina  -lamina 
... ... ... ... 





解析に使用した有限要素モデルの例として，積層構成が[ 30] ，[ 45] および[ 60] の
サブストラクチャ Aと Bの有限要素モデルを図 3.11-3.13に示す．節点数，要素数お
よび繊維体積率は前節と等しくそれぞれ 5005，4320，56%である．積層構成は[ 5] か





Fig. 3.10 Semiunit cell Y  divided into substructures A  and B  ( 1, 2, ..., 8  ). 
Y








   
   
... ... 
... ... 





Fig. 3.11 Finite element models of substructures for [ 30]  angle-ply CFRP laminate; 




33 0.015E  に達するまで解析を実施する．また，3.2.6 節ではひずみ速度依存性を確認
するため，3種類のひずみ速度（ 333 10E






Fig. 3.13 Finite element models of substructures for [ 60]  angle-ply CFRP laminate; 





Fig. 3.12 Finite element models of substructures for [ 45]  angle-ply CFRP laminate; 













図 3.15は，巨視的引張ひずみ 33 0.015E  の際の，[ 30] ，[ 45] および[ 60] の微視的
層間合成せん断応力 2 2 1/212 13( )  のベクトル分布である．なお，図 3.15はサブストラ
クチャ 1Aの変形図を用いており，変位を 5倍に拡大して描いている．これらの図より，
前節で示したクロスプライ CFRP 積層板と同様に，アングルプライ CFRP 積層板も，
巨視的には単軸引張負荷のみを与えているにも関わらず，層間では顕著な微視的せん
断応力が生じることがわかる．また，層間合成せん断応力の最大値は積層構成に応じ
て異なる値を示しており，それぞれ約 29MPa（[ 30] ），約 27MPa（[ 45] ），約 20MPa
Fig. 3.14 Macroscopic stress-strain relationships of [ 30] , [ 45]  and [ 60]  
angle-ply CFRP laminates ( 5 133 10 sE




ては，次節で詳細に検討する．つづいて，図 3.16 は 1A における微視的層間面外垂直
応力 11 の分布である．図 3.16でも特徴的な応力分布が発生しているが，中でも[ 30]









前節で取り上げた微視的層間合成せん断応力の最大値 2 2 1/2 max12 13[( ) ]  と，積層構
成[ ] との関係を示したグラフが図 3.17 である．この結果より，最大層間せん断応
力の明確な積層構成依存性が確認できる．が小さい領域では，が増加するに伴い
最大層間せん断応力は急激に増加し， 35  で最大値となる．その後， 35  の領





0 7.30 14.6 21.9 29.2 [MPa] 
Fig. 3.15 Vector distributions of interlaminar resultant shear stress 2 2 1/212 13( )   
superposed on deformed shapes of 1A  ( 33 0.015E  , 
5 1
33 10 sE








[ 30] [ 45] [ 60]
Displacement 5
−45.8 −10.5 24.7 60.0 95.2 [MPa] 
Fig. 3.16 Distributions of interlaminar out-of-plane normal stress 11  superposed 
on deformed shapes of 1A  ( 33 0.015E  , 
5 1
33 10 sE
  ). 
Fig. 3.17 Variations of maximum interlaminar resultant shear stress 
2 2 1/2 max
12 13[( ) ]  , fiber rotation angle   depending on  
laminate configuration [ ]  ( 33 0.015E  , 
5 1
33 10 sE
  ). 
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は，積層板に作用する巨視的応力 33 そのものが高く（[ 30] で約 390MPa），このため
積層板内部も必然的に高応力状態となる．この影響を取り除くため，最大層間せん断
応力 2 2 1/2 max
12 13[( ) ]  を巨視的応力 33 で除して無次元化した最大層間せん断応力比
2 2 1/2 max
12 13 33[( ) ] /   を考える．この最大層間せん断応力比と積層構成との関係を示
したグラフが図 3.18である．この図からわかるように，巨視的応力との比を求めると




Fig. 3.18 Variation of maximum interlaminar resultant shear stress ratio 
2 2 1/2 max
12 13 33[( ) ] /    depending on laminate configuration 
[ ]  ( 33 0.015E  , 
5 1
33 10 sE




図 3.19は 3種類のひずみ速度（ 3
33 10E
 ， 510 ， 7 110 s  ）で解析した，[ 30] ，[ 45]
および[ 60] の巨視的応力-ひずみ関係を示している．なお，図 3.19に実線で示された
5 1
33 10 sE
  の結果は，図 3.14で示した結果と等しいものである．図 3.19より，[ 30]
の結果に着目すると， 33 0.015E  の際の巨視的応力 33 はそれぞれ約 420MPa
（ 3 1
33 10 sE
  ），約 390MPa（ 5 133 10 sE
  ），約 360MPa（ 7 133 10 sE




  の結果は約 7.7%上昇， 7 133 10 sE




つづいて層間の微視的特性に着目し，最大層間せん断応力 2 2 1/2 max12 13[( ) ]  と積層
構成[ ] との関係を，3種類の巨視的ひずみ速度に対して示したグラフが図 3.20であ
る．例えば，[ 30] の結果を見ると， 33 0.015E  の際の
2 2 1/2 max
12 13[( ) ]  はそれぞれ約
33MPa（ 3 133 10 sE
  ），約 29MPa（ 5 133 10 sE
  ），約 26MPa（ 7 133 10 sE
  ）と， 5 133 10 sE
 
の結果に対してそれぞれ約 14%上昇（ 3 133 10 sE
  ），約 10%低下（ 7 133 10 sE
  ）して
Fig. 3.19 Macroscopic stress-strain relationships of [ 30] , [ 45]  and [ 60]  
angle-ply CFRP laminates at 333 10E
 , 510  and 7 110 s  . 
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いる．このように， 2 2 1/2 max12 13[( ) ]  に関してもひずみ速度依存性が確認でき，特に，
15 40   の範囲で顕著に発現している． 
一方，図 3.21 は，最大層間せん断応力比 2 2 1/2 max
12 13 33[( ) ] /   と積層構成[ ] との
関係を，3 種類の巨視的引張ひずみ速度に対して示したグラフである．この図を見る
と，ひずみ速度の変化に伴うせん断応力比の変化は 40 55   でのみ観察され，図
3.20 に示した 2 2 1/2 max12 13[( ) ]  と比べると，ひずみ速度依存性はかなり限定された範
囲で発生していることがわかる． 
 





る．そこで本研究では，解析モデルとして図 3.22に示すような s[0 / 60 / 60]  擬似等方
CFRP 積層板を考える．各ラミナの繊維軸方向は，0 -ラミナが 3y 軸方向， 60  -およ
Fig. 3.20 Variation of maximum interlaminar resultant shear stress 
2 2 1/2 max
12 13[( ) ]   depending on laminate configuration 
[ ]  at 333 10E
 , 510  and 7 110 s   ( 33 0.015E  ). 
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び 60  -ラミナはそれぞれ 3y 軸方向より 60 回転した方向である．このような擬似等
方積層板に対し，図 3.22 中に示すような六角柱形状のユニットセルY（および半ユニ








す．いずれのサブストラクチャも節点数は 3517，要素数は 3120，繊維体積率は 56%
である．負荷条件は， 2 3y y 面内で 3y 軸と成す角 の方向に，巨視的引張ひずみ速度
5 110 sE
  とし，負荷方向は 0  ，30とする． 
 
 
Fig. 3.21 Variation of maximum interlaminar resultant shear stress ratio 
2 2 1/2 max
12 13 33[( ) ] /    depending on laminate configuration 
[ ]  at 333 10E




Fig. 3.23 Semiunit cell Y  divided into substructures A , B  and C  




… … … … … … 
1A A 16A 1B B 16B 1C C 16C… … … … … … 
Y
2C1C
Fig. 3.22 s[0 / 60 / 60]   quasi-isotropic CFRP laminate, unit cell Y  and 





















図 3.25 は，解析により得られた擬似等方 CFRP 積層板の巨視的応力-ひずみ関係で






Fig. 3.24 Finite element models of substructures for quasi-isotropic CFRP laminate; 
(a) A , (b) B  and (c) C  ( 1, 2, ...,16  ). 
(a) (b) (c) 
Fig. 3.25 Macroscopic stress-strain relationships of quasi-isotropic CFRP laminate 
(
5 110 sE





法は擬似等方 CFRP 積層板に対しても適用が可能であると言える． 
 
３．３．４ 微視的層間応力分布 
図 3.26 は， 0  ， 0.01E  の際の微視的層間合成せん断応力分布図である．図
3.26(a)は0 / 60  -層間，図 3.26(b)は 60 / 60    -層間の分布を表している．図 3.26 よ
り，0 / 60  -層間では 60  -ラミナの繊維軸と平行なベクトル分布， 60 / 60    -層間
では楕円状のベクトル分布が発生している．このような分布形状の違いは，隣り合う
ラミナ同士の組合せによるもので，0 / 60  -層間では 60  -ラミナ内部のみで繊維回
転が生じるのに対して， 60 / 60    -層間では両ラミナで繊維回転が発生するためであ
ると考えられる．また図 3.27 は， 30  の際の層間せん断応力分布を示している．
これらの結果より，隣り合う両ラミナで繊維回転が発生する場合，一方のラミナのみ
で繊維回転が生じる場合と比較して高い微視的層間せん断応力が発生することがわ





0 3.76 7.52 11.3 15.0 
(a) (b) 
Fig. 3.26 Vector distributions of interlaminar resultant shear stress 2 2 1/212 13( )   
at (a) 0 / 60  -interlaminar plane and (b) 60 / 60    -interlaminar 
plane ( 0   , 0.01E  , 
5 110 sE
  ). 
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３．４  まとめ 













0 3.51 7.02 10.5 14.0 [MPa] 
(a) (b) 
Fig. 3.27 Vector distributions of interlaminar resultant shear stress 2 2 1/212 13( )   
at (a) 0 / 60  -interlaminar plane and (b) 60 / 60    -interlaminar 
plane ( 30   , 0.01E  , 
5 110 sE





























４．１．１ フリーエッジを有する CFRP積層板のモデル化 
本節では簡略化のため，解析モデルとして，図 4.1 に示すようなフリーエッジを有
する一方向 CFRP が， 2 3y y 面内巨視的引張負荷を受ける場合を考える．このモデル
は 2y 軸および 3y 軸方向には無限長であるが， 1y 軸方向には有限の長さであり，すな
わち， 1y 軸方向にフリーエッジを有している．繊維軸方向は 1y 軸方向とし，繊維配列






















, 0ij j   (4.1) 
と表現される．また，式(4.1)の弱形式もまた，式(2.9)と同じく 




    v v  (4.2) 
である．ここで，式(4.2)の境界積分項を検討する．ユニットセルY の境界 を，図
4.2に示すように，材料内部境界面である境界 A と，フリーエッジである境界 B に分
割する．まず内部境界である境界 A は，2章で取り上げた従来の均質化理論と同様に
Y -周期境界面であるから，向かい合う境界面で ij および iv は周期的に分布し， jn が
反対向きとなる．したがって，境界 A の境界積分項は 
 0
A
ij j in d










ij j in d
   v  ( 22, 33, 23ij  ) (4.4) 
これに対してフリーエッジ面外成分に着目すると，今回は 2 3y y 面内負荷を想定して
Fig. 4.2 Unit cell Y  and boundary surfaces, A  (internal surfaces) and 




A  (Internal surfaces) 









いることから， 1y 軸方向に対しては荷重が作用しないため，微視的応力速度 ij につ
いて 





ij j in d
   v  ( 11,12, 31ij  ) (4.6) 
以上の結果から，フリーエッジ（境界 B ）の境界積分項に関しても 
 0
B
ij j in d





ij j i ij j i ij j in d n d n d  
         v v v  (4.8) 
以上の結果から，式(2.10)と同じく 
 , 0ij i j
Y
dY  v  (4.9) 
が得られる．これに式(2.2)および式(2.5)を代入することで，従来の無限体に対する均
質化理論と同様に境界値問題 
 , , ,
kl
ijpq p q i j ijkl i j
Y Y
c dY c dY  v v  (4.10) 
 , , ,ijpq p q i j ijkl kl i j
Y Y













kl klKχ = F  ( 11, 22, ..., 31kl  ) (4.12) 




面である境界 A には従来のY -周期境界条件を適用する．一方，フリーエッジである
境界 B には，フリーエッジ面内成分はY -周期境界条件，面外成分は微視的応力速度
ij を零とするために自由変形条件とし，これらの組み合わせとなる境界条件を適用
する．また，半ユニットセルYを解析領域として用いる際は，上記の境界条件に加え
て，フリーエッジ面内成分および点対称境界面には，境界面中央点 1C ， 2C に関する
点対称境界条件を付加する． 
 
４．２ クロスプライ CFRP積層板の弾性フリーエッジ解析 
４．２．１ 解析条件 
図 4.3 に示すような，フリーエッジを有する[0 / 90]クロスプライ CFRP 積層板を考
える．このモデルは 1y 軸方向にフリーエッジを有しており， 2y 軸方向を積層方向とす
る．各ラミナの繊維軸方向は 3y 軸方向（ 0 -ラミナ）および 1y 軸方向（90 -ラミナ）
とする．解析領域として，図 4.3 に示すような，層間およびフリーエッジを含む幅広
の領域のユニットセルY，およびYの半分の領域である半ユニットセルYを定義する．
このYを，図 4.4 に示すようにサブストラクチャ A およびB

 に分割する．ここで，
添字，はそれぞれ 1y 軸方向および 2y 軸方向の番号を示している．本解析では計算
コストの制約により，このYは 1y 軸方向に 8 個， 2y 軸方向に 16 個のサブストラクチ
ャから構成されている．解析に用いたサブストラクチャ A および B

（ , 1, 2, ..., 8   ）
の有限要素モデルを図 4.5 に示す．材料定数は表 3.1 に示した値を使用するが，エポ
キシは弾性パラメーターのみ（ mE ， m ）を使用する． 
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Fig. 4.4 Semiunit cell Y  divided into substructures A  and B

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サブストラクチャのうち，フリーエッジから最も離れた 4 11 1A B 境界面，フリーエッジ




Fig. 4.5 Finite element models of substructures for cross-ply CFRP laminate; 
(a) A  and (b) B






8 8A B 境界面を対象として，微視的層間合成せん断応力
2 2 1/2
























Fig. 4.7 Deformed shapes of substructure 1
8B ; (a) upper surface and 
(b) interlaminar surface ( 33 0.005E  ). 








0 2.10 4.19 6.29 8.38 [MPa] 
(a) (b) (c) 
Fig. 4.8 Vector distributions of interlaminar resultant shear stress 2 2 1/2
12 23( )   
at (a) 1
1B , (b) 
1
7B  and (c) 
1
8B  ( 33 0.005E  ). 
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４．３ 一方向 CFRPの弾-粘塑性フリーエッジ解析 
４．３．１ 解析条件 
本解析では図 4.10に示すような，フリーエッジを有する一方向 CFRP を考える．こ
のモデルは図 4.1と同様に， 1y 軸方向にフリーエッジを有しており， 2y 軸， 3y 軸方向
には無限長であるとする．繊維軸方向は 1y 軸方向とし，繊維配列は 2 3y y 面内で正方
配列とする．このモデルに対し，解析領域として，図中に示すようなフリーエッジを
有するユニットセルYおよび半ユニットセルYを定義する．本解析も同様にYを解析
領域とし， N 個の立方体サブストラクチャ Aに分割し解析を行う． 
解析には主に図 4.11(a)に示すサブストラクチャ A（ 1, 2, ..., N  ）を使用する．こ
の有限要素モデルの節点数，要素数はそれぞれ 5005，4320であり，繊維体積率は 56%
である．また，4.3.5節では，フリーエッジ近傍の応力集中を調査するため，フリーエ
ッジを有するサブストラクチャ NA を，図 4.11(b)に示すような応力集中評価箇所を詳
細に有限要素分割したモデルに置き換えて解析する．この詳細に有限要素分割したモ
デルは，節点数が 30446，要素数は 27848 である．材料定数は前章と同じく表 3.1 の
値を使用する．負荷条件は，繊維軸直交方向引張負荷を考え， 3y 軸方向に巨視的引張
ひずみ速度 5 133 10 sE





−11.2 −6.18 −1.13 3.92 8.97 [MPa] 
(a) (b) (c) 
Fig. 4.9 Distributions of interlaminar out-of-plane normal stress 22  
at (a) 1
1B , (b) 
1
7B  and (c) 
1







Fig. 4.10 Unidirectional CFRP with free edges, unit cell Y  and semiunit cell Y  












Fig. 4.11 Finite element models of substructures A  for unidirectional CFRP; 











 図 4.12-4.14 は，Nを変化させた際の，引張負荷方向の巨視的ヤング率 3E ，および
引張方向である 3y 軸方向ひずみに対する 1y 軸あるいは 2y 軸方向ひずみの割合を表す




を有するモデルの解析結果へと収束することがわかる．また図 4.15 は，N を変化さ
せた際の，巨視的引張応力 33 の変化の様子を示している．この場合も，図 4.12-4.14
と同様に，Nが増加するにつれて無限長を有する場合の解析結果に収束することがわ
Fig. 4.12 Relationship between macroscopic Young's modulus 3E  




実際の一方向 CFRP の力学挙動を模擬することが可能であると考えられる． 
そこで，サブストラクチャ数が N の場合と 1N  の場合とで，半ユニットセルY の
Fig. 4.13 Relationship between macroscopic Poisson's ratio 31  
and number of substructures N . 
Fig. 4.14 Relationship between macroscopic Poisson's ratio 32  





相互干渉が十分に小さくなったと判断し， 30N  と定めて解析を実施する． 
 
４．３．３ 巨視的特性 
図 4.16 は，解析により得られたフリーエッジを有する一方向 CFRP の巨視的応力-
ひずみ関係である．この結果より，引張ひずみが増加するにつれて，わずかではある








するサブストラクチャ 1A，フリーエッジからサブストラクチャ 1 個分離れた 29A ，お
Fig. 4.15 Relationship between macroscopic stress 33  and 
number of substructures N  ( 33 0.005E  ). 
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よびフリーエッジを有する 30A の 3個のサブストラクチャを対象として，微視的応力・
ひずみ分布を調査する．図 4.17(a)-(c)はそれぞれ，巨視的ひずみ 33 0.01E  の際の，上
記サブストラクチャに生じる微視的せん断応力 31 の分布図を示している．なお，図





値は約 30MPaであり，巨視的引張応力 33 の約 40%に達している．一方で，フリーエ
ッジよりわずかに離れると，このようなせん断応力は急激に減少し， 1A， 29A ではせ
ん断応力が発生しないことがわかる（図 4.17(a)，(b)）． 




応力分布は繊維軸方向に沿って一様に分布することがわかる（図 4.18 (a)，(b)）． 
Fig. 4.16 Macroscopic stress-strain relationships of unidirectional CFRP 
( 5 1
33 10 sE
  ). 
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−28.1 −14.1 0 14.1 28.1 [MPa] 
(a) (b) (c) 
Fig. 4.17 Distributions of microscopic shear stress 31  at (a) 1A , (b) 29A  
and (c) 30A  ( 33 0.01E  , 
5 1
33 10 sE





−71.9 −39.2 −6.49 
 
26.2 58.9 [MPa] 
(a) (b) (c) 
Fig. 4.18 Distributions of microscopic normal stress 11  at (a) 1A , (b) 29A  
and (c) 30A  ( 33 0.01E  , 
5 1
33 10 sE






















0 0.190 0.379 0.569 0.758 
(a) (b) (c) 
Fig. 4.19 Distributions of microscopic equivalent viscoplastic strain p  
at (a) 1A , (b) 29A  and (c) 30A  ( 33 0.01E  , 
5 1
33 10 sE









分割したモデル（図 4.11 (b)）に変更し解析を行う． 
図 4.20 は巨視的引張ひずみ 33 0.005E  の際の，サブストラクチャ 30A における引張
負荷方向微視的垂直応力 33 の分布図を示している．この分布図より，フリーエッジ
近傍の非常に局所的な領域で，繊維／母材界面応力が急激に上昇する様子が確認でき
る．図 4.20に示す 30A 中央面の，繊維／母材界面における 33 の変化の様子を示したグ
ラフが図 4.21である．図 4.21の縦軸は 33 （界面応力）の節点応力を，横軸は節点の













Fig. 4.20 Distribution of microscopic normal stress 33  in fine mesh model, 30A  
( 33 0.005E  , 
5 1
33 10 sE
  ). 
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算出される節点応力の平均値を示している．図 4.21 より，おおよそ 1 / 0.7y L  では 33
はほぼ一定（約 60MPa）であるが，その後一旦低下し， 1 / 0.99y L  の領域で 33 は急









 ， 7 110 s  ）による解析も実施した．その結果，巨
視的ひずみ速度が変化した場合でも，最大界面応力 max
33 の変化量は 2MPa 程度であ
り，ひずみ速度依存性はほとんど確認されなかった． 
また，界面応力の応力緩和を調査するため，図 4.20に示した状態から，巨視的引張
ひずみを 33 0.005E  のまま 10 時間保持した場合の応力緩和解析を実施した．その結
果が図 4.22 である．この図は， 33 0.005E  に達した時点を 0ht  とし，横軸に保持時








Fig. 4.21 Variation of microscopic interfacial stress 33  at fiber/matrix interface 
in 30A  ( 33 0.005E  , 
5 1
33 10 sE


















Fig. 4.22 Relaxation behavior of microscopic maximum interfacial stress max
33  














































解析に使用した有限要素モデルの例として，積層構成が[ 30] ，[ 45] および[ 60] の
各サブストラクチャの有限要素モデルを図 5.3-5.5 に示す．各モデルは 8 節点アイソ
パラメトリック要素で有限要素分割されており，節点数は 23693，要素数は 21504 で


























































































Fig. 5.2 Semiunit cell Y  and divided substructures A  and B  ( 1, 2, ..., 8  ). 
1AA8A 1B B 8B2B2A
... 




















Fig. 5.3 Finite element models of substructures for [ 30]  angle-ply CFRP laminate; 
(a) A , (b) 1A , (c) 1B  and (d) B  ( 2, 3, ..., 8  ). 




Fig. 5.4 Finite element models of substructures for [ 45]  angle-ply CFRP laminate; 
(a) A , (b) 1A , (c) 1B  and (d) B  ( 2, 3, ..., 8  ). 





 ， 510 ， 7 110 s  ）で解析を行う． 
 
５．３ アングルプライ CFRP積層板の弾-粘塑性ポアソン比 
５．３．１ 巨視的応力-ひずみ関係 




Fig. 5.5 Finite element models of substructures for [ 60]  angle-ply CFRP laminate; 
(a) A , (b) 1A , (c) 1B  and (d) B  ( 2, 3, ..., 8  ). 
(a) (b) (c) (d) 
Fig. 5.6 Macroscopic stress-strain relationships of [ 30] , [ 45]  and [ 60]  
angle-ply CFRP laminates ( 5 133 10 sE













32 と，巨視的引張ひずみ 33E との関係を示したグラ
















    (5.2) 





Fig. 5.7 Relationship between elastic-viscoplastic Poisson's ratio evp31  
and macroscopic strain 33E  of [ 30] , [ 45]  and [ 60]  
angle-ply CFRP laminates ( 5 133 10 sE





ここで図 5.7に着目すると，[ 30] の積層方向ポアソン比 evp31 は，弾性域のみならず
粘塑性域でも負の値を示しており，さらに引張ひずみの増加に伴い，その値は約−0.3
から約−0.65 へとその絶対値が増加している．これとは対照的に[ 45] と[ 60] では，
積層方向ポアソン比は常に正の値であり，引張ひずみが増加してもその値はほぼ一定
である．一方で図 5.8 では，面内方向ポアソン比 evp
32 は全ての積層構成で正の値とな
っている．また，[ 30] の結果を見ると，引張ひずみが進展するにつれて，面内方向
ポアソン比が約 1.5 から約 2.0 へと大きく増加していることがわかる．これと比較し
て[ 45] および[ 60] では，引張ひずみが増加しても，面内方向ポアソン比の変化量は
わずかである． 
上記のようなアングルプライ CFRP 積層板の弾-粘塑性ポアソン比と，積層構成と
の関係を図 5.9および図 5.10に示す．巨視的ひずみ 33 0.015E  の際の，積層方向ポア





Fig. 5.8 Relationship between elastic-viscoplastic Poisson's ratio evp
32  
and macroscopic strain 33E  of [ 30] , [ 45]  and [ 60]  
angle-ply CFRP laminates ( 5 1
33 10 sE




32 の値もプロットしており，また 0  ，90の値はそれぞれ一方向 CFRP の繊維軸
方向，繊維軸直交方向の結果を示している．これらの結果より，特に 60  の範囲で，
Fig. 5.9 Variation of elastic-viscoplastic Poisson's ratio evp
31  depending on 
laminate configuration [ ]  ( 33 0.015E  , 
5 1
33 10 sE
  ). 
Fig. 5.10 Variation of elastic-viscoplastic Poisson's ratio evp
32  depending on 
laminate configuration [ ]  ( 33 0.015E  , 
5 1
33 10 sE








31 は 20  で最
小値約−1.0， evp
32 は 25  で最大値約 2.5 となる．また図 5.9 を見ると，おおむね
15 40   の範囲で，積層方向ポアソン比は負の値となっている．この範囲では， e
31
と比較して evp






32 も， 15 40   の範囲で
e
32 と比較し
て高い値を示している．このような弾性ポアソン比 e と弾-粘塑性ポアソン比 evp の
差に関しても積層構成依存性があり， 20 25   でその差は最大となる．対照的に，
15  および45   の範囲では，両者の差はごくわずかである． 
 
５．３．３ 弾-粘塑性ポアソン比のひずみ速度依存性 
図 5.11および図 5.12は，3種類のひずみ速度（ 3
33 10E








  の結果は，図 5.7
および図 5.8 で示した結果とそれぞれ対応している．これらの結果より，[ 30] では，
Fig. 5.11 Relationship between elastic-viscoplastic Poisson's ratio evp31  and 
macroscopic strain 33E  of [ 30] , [ 45]  and [ 60]  angle-ply 
CFRP laminates at 333 10E
 , 
510  and 




















表 5.1 は[ 30] ，[ 45] および[ 60] の，  -ラミナおよび  -ラミナそれぞれに作用
するラミナ平均応力の非零成分 ( )33
  ， ( )23
  ， ( )33
  ， ( )23
  の値を示したものである．
これらの値は，各ラミナにおける微視的応力 33 および 23 の体積平均を取ることで算
出した．表 5.1の各成分を見ると， ( )33
  と ( )33
  は等しい値となっており，これらの値
Fig. 5.12 Relationship between elastic-viscoplastic Poisson's ratio evp
32  and 
macroscopic strain 33E  of [ 30] , [ 45]  and [ 60]  angle-ply 
CFRP laminates at 3
33 10E
 , 
510  and 7 110 s  . 
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は図 5.6 に示す 33 0.015E  の際の 33 と一致する．対照的に
( )
23
  と ( )23
  は，正負が反
対で絶対値が等しく，巨視的に見ると互いに打ち消し合い零となることがわかる．こ
のようなせん断応力は，  -ラミナと  -ラミナの相互作用により引き起こされるも
のである．特に，[ 30] ではその絶対値は約 210MPa に達しており，非常に強い相互
作用が生じていることを示唆している．一方，[ 45] および[ 60] に発生する各ラミナ
の平均せん断応力を見ると，[ 45] は比較的低い値を示しており（約 50MPa），さらに
[ 60] ではほぼ零である．これらの結果より，各ラミナに生じる相互作用は，積層構
成によって大きく変化すると言える． 
ここで， 1y 軸を回転軸として 2 3y y 座標系を回転し，繊維軸方向を L方向，繊維軸
直交方向をT方向とするT L 座標系を導入する（図 5.13）．これと対応して， iy 座標
系の平均応力 ( )
33
  ， ( )23
  を，T L 座標系の平均応力 ( )T
  ， ( )L
  および ( )TL
  へと変
( ) ( ) ( ) ( )
33 23 33 23
[MPa] [MPa] [MPa] [MPa]
Laminate
configuration
[ 30] 372.5 211.6 372.5 211.6
[ 45] 110.5 49.1 110.5 49.1
[ 60] 93.4 5.9 93.4 5.9




Table 5.1 Nonzero components of lamina average stress with respect to iy  coordinates 
( 33 0.015E  , 
5 1
33 10 sE







Fig. 5.13 T L  rectangular coordinates with rotation angle   for  -lamina. 
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換した値を表 5.2に示す．この表を見ると，[ 30] では約−90MPaにも及ぶ繊維軸直交
方向応力 ( )
T
  が作用していることがわかる．対照的に，[ 45] の ( )T
  は低い引張応力





巨視的引張ひずみ 33 0.015E  の際の，[ 30] ，[ 45] および[ 60] の層間より最も離れ
たサブストラクチャ 8A における繊維軸直交方向微視的応力 T の分布を図 5.14 に示す．
これらの分布図より，[ 30] では，表 5.2 に示した ( )T
  に対応して， 8A ではT軸方向
に非常に高い圧縮応力が生じていることがわかる．このようなT軸方向の圧縮応力に









られた[ 30] のポアソン比のひずみ速度依存性をうまく説明している． 
対照的に，[ 45] の 8A ではこのような圧縮応力は発生せず，わずかに引張応力が分
布している．さらに[ 60] の 8A では，全体的に高い引張応力が発生することがわかる．




[ 30] 90.2 462.7 55.5
[ 45] 6.1 104.3 55.2
[ 60] 64.9 28.5 43.4
T L TL





Table 5.2 Nonzero components of lamina average stress in  -lamina with respect to 
T L  coordinates ( 33 0.015E  , 
5 1
33 10 sE
  ). 
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これらの応力分布は，表 5.2 に記した ( )
T
  と同様の結果であり，また図 5.7 および図





る T の平均応力 epoxy
( )
T
  と，積層構成との関係をプロットした結果が図 5.15である．こ




  は圧縮応力（負の値）となり， 20  で圧縮応
力の最大値を示す（約−100MPa）．前節で述べたように，この圧縮応力が負の積層方
向ポアソン比 evp




























( ) ( )
T L
    に着目すると，
epoxy epoxy
( ) ( )
T L
    は 10 40   の領域で負の値となり，
Fig. 5.14 Distributions of normal stress perpendicular to fiber, T , in 8A  
( 33 0.015E  , 
5 1
33 10 sE
  ). 
[ 30] [ 45] [ 60]






















成がおおよそ[ 15] から[ 40] の領域で，積層方向ポアソン比は負の値となり，また積
層板の粘塑性変形が進展するにつれて，負の積層方向ポアソン比の絶対値は増加する













   and 
epoxy epoxy
( ) ( )
T L
    , on laminate configuration [ ]  
( 33 0.015E  , 
5 1
33 10 sE






























６．１ 等価材料を用いたクロスプライ CFRP積層板のモデル化 










Fig. 6.1 Cross-ply CFRP laminate and its unit cell Y ; (a) laminae consisting of 













0 -lamina 90 -lamina
Equivalent material 
of 0 -lamina  
Equivalent material 
of 90°-lamina  
Interlaminar plane 











6.3 に示すように，層間を有するサブストラクチャ 1A および 1B は，炭素繊維とエポキ
シからなる微視構造を考慮し，詳細な有限要素分割を行う（節点数 4381，要素数 3744）．
なお，繊維体積率は 56%である．これに対して， 2A および 2B 以降のサブストラクチ
ャは等価材料として，微視構造を考慮せず，粗い有限要素分割を施す．図 6.4 に示す 2A
および 2B は，要素分割が詳細な領域と粗い領域の接続部となるため，やや要素分割数
が多いが（節点数 897，要素数 644）， 3 8A A および 3 8B B は，図 6.5のように節点数
27，要素数 8と非常に粗い要素分割とする． 
Fig. 6.2 Semiunit cell Y  divided into substructures A  and B  ( 1, 2, ..., 8  ). 
Equivalent material 
of 0 -lamina  
Equivalent material 
of 90 -lamina  
Interlaminar plane 












析は弾性解析であるから，エポキシは弾性パラメーターのみを使用する．また， 2 8A A





Fig. 6.3 Finite element models of substructures for cross-ply CFRP laminate; 





Fig. 6.4 Finite element models of substructures for cross-ply CFRP laminate; 





負荷条件として， 2 3y y 面内で 3y 軸方向との成す角 の方向に，巨視的弾性単軸引




ミナ全体にわたって微視構造を考慮した場合，すなわち，全ての A（ 1, 2, ..., 8  ）
に対して図 6.3(a)の 1Aを，全ての B（ 1, 2, ..., 8  ）に対して図 6.3(b)の 1B を適用した
場合の解析（解析 B とする）も実施する．解析 A および解析 B の，弾性境界値問題
(2.50)の自由度を表 6.2に示す．この表より，解析 Aの自由度は，解析 Bと比較して1/ 5
程度に抑えられており，計算負荷を大幅に低減することが可能であると予想される． 























Fig. 6.5 Finite element models of substructures for cross-ply CFRP laminate; 






まず， 45  の際の，解析 A（本解析）によって得られた 1A の微視的層間合成せ
ん断応力 2 2 1/2




かる．例えば，解析 A の最大値は 9.065MPa，解析 B の最大値は 9.083MPa であり，
誤差は 0.2%程度に抑えられている． 
つづいて，解析 Aにより得られた微視的層間面外垂直応力 11 の分布を図 6.7(a)に示
す．この結果に関しても，3.1 節の結果と同様に，積層板には巨視的引張負荷のみを
与えているにもかかわらず，微視的には面外方向に複雑な引張・圧縮応力が生じてお
り， 45  方向に沿って圧縮応力が， 45   方向に沿って引張応力が発生してい
ることがわかる．このような応力分布は，解析 Bの結果である図 6.7(b)と非常に良く
Table 6.2 Degrees of freedom (DOFs) for boundary value problem. 
   Analysis A          Analysis B       
       DOF 9051 50091
Fig. 6.6 Vector distributions of interlaminar resultant shear stress 2 2 1/212 13( )  ; 














解析 Aで 1.444MPa，解析 Bで 1.441MPa，圧縮応力の最大値は，解析 Aで−2.340MPa，
解析 Bで−2.341MPaとなっており，それぞれの誤差は 0.2%および 0.03%程度である． 
次に， 0  の解析結果として，同様に合成せん断応力 2 2 1/212 13( )  および面外垂
直応力 11 の分布をそれぞれ図 6.8，図 6.9に示す．いずれの解析結果も，解析 Aと解
析 Bとで精度の良い一致を示している．両手法により得られる結果の誤差は，それぞ
れ図 6.8の最大せん断応力で約 0.12%，図 6.9 では最大引張応力で約 0.13%，最大圧縮
Fig. 6.7 Distributions of interlaminar out-of-plane normal stress 11 ; 












Fig. 6.8 Vector distributions of interlaminar resultant shear stress 2 2 1/212 13( )  ; 




























Table 6.3 Computational time. 
     Analysis A          Analysis B       
       Time [s] 79.9 13186
Fig. 6.9 Distributions of interlaminar out-of-plane normal stress 11 ; 













































































積層構成がおおよそ[ 15] から[ 40] の領域で積層方向ポアソン比は負となり，さらに
粘塑性域では負の積層方向ポアソン比の絶対値が増加することを見出した．積層方向


























i ， i を求めるた
めの境界値問題がユニットセルYに対して次のように導かれる． 
 , , ,
kl
ijpq p q i j ijkl i j
Y Y
c dY c dY   v v  (A.1) 
 , , ,ijpq p q i j ijkl kl i j
Y Y
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□ klC  
klに対応するCの列ベクトルであり， 
 T
11 22 33 12 23 31{ }
kl
kl kl kl kl kl klc c c c c cC  ( 11, 22, ..., 31kl  ) (A.8) 
と表される． 
 
□ β  
ij に基づく粘塑性ベクトルであり，以下のように表される． 
 T
11 22 33 12 23 31{ 2 2 2 }     β  (A.9) 
なお，せん断成分は工学的表記を用いている． 
 
□ klχ ，  
kl
i および i の節点値ベクトルであり，求めるべき未知数である．これらは，総節









































ここで， ( )j klχ ， ( )j φはそれぞれ j番目の節点における kli ， i の節点値ベクトルであ
り， 
 ( ) ( ) ( ) ( ) T1 2 3{ }
j kl j kl j kl j kl  χ  ( 1, 2, ...,j N ) (A.12) 
 ( ) ( ) ( ) ( ) T1 2 3{ }





ペナルティ数を示し，一般に大きい実数である．なお，本研究では 8 1210 ~10 程度の
値を用いた． 
 






状関数と呼ばれる．図 A.2.1 に示すような，全体座標系 ( , , )x y z における要素V を考え
る．このV の 8点の節点番号を，図中に示す順番で1 8とし，それぞれの節点座標を
1 1 1 8 8 8( , , ) ( , , )x y z x y z とする．さらに，このV を正規化された局所座標系 ( , , )   へと
写像した要素V を考える．このV は， 1 , , 1     の領域を占める一辺の長さが 2
の立方体である．これにより，V 内部に含まれる座標 ( , , )p p px y z の任意点は，局所座
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Fig. A.2.1 Two kinds of rectangular coordinates; (a) global coordinate and 















( , , )p i p p p i
i
x N x  





( , , )p i p p p i
i
y N y  





( , , )p i p p p i
i
z N z  

  (A.16) 




( , , )p i p p p i
i
u N u  





( , , )p i p p p i
i
v N v  





( , , )p i p p p i
i
w N w  







(1 )(1 )(1 )
8
N        (A.20) 
 2
1
(1 )(1 )(1 )
8
N        (A.21) 
 3
1
(1 )(1 )(1 )
8
N        (A.22) 
 4
1
(1 )(1 )(1 )
8
N        (A.23) 
 5
1
(1 )(1 )(1 )
8
N        (A.24) 
 6
1
(1 )(1 )(1 )
8





(1 )(1 )(1 )
8
N        (A.26) 
 8
1
(1 )(1 )(1 )
8
N        (A.27) 
また，式(A.6)に示すように，ひずみ-変位マトリックスBの構築には，形状関数 iN
を全体座標系 ( , , )x y z で微分した項（カーテシアン導関数）が必要となる．そこで， iN
の，， に関する微分を考えると，連鎖則に基づき以下のように表される． 
 i i i i
N N N Nx y z
x y z   
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節点 i（ 1, 2, ..., 8i  ）の節点応力 ikl が既知であれば， iに近接する応力評価点 iG の応
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ルは図 A.4.1 に示すような半ユニットセルを使用する．図 A.4.1 に示すように，本モ
デルは x軸および y軸方向をフリーエッジ方向とした 2 方向フリーエッジ解析となっ
ている．ボロン繊維およびエポキシ樹脂の材料定数を文献[19-21]と同じく表 A.4.1 の
ように定める．負荷条件は z軸方向に巨視的弾性引張負荷 1zz  を与え，平面ひずみ
条件の下で解析を行う． 
図 A.4.2は図 A.4.1中に示した A-A境界面における微視的応力
yy の分布を，本手法
による解析結果と文献[20]の結果で比較したものである．なお，図中のグラフは文献





Fig. A.4.1 Analysis model of boron/epoxy laminate with free edges. 
6
6
Boron fiber 60 10 [psi] 0.2




















Fig. A.4.2 Distribution of 
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